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Mathematical Modeling of a Push Boat—Barge System in Shallow Waters
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Resumo

O trabalho desenvolvido propde um modelo matematico para analisar a manobrabilidade de comboios compostos
por empurradores e barcacas na hidrovia Tieté-Parand, com especial ateng@o as condigdes de aguas rasas. A
pesquisa iniciou com uma revisdo sistematica de estudos sobre sistemas de propulsdo, leme, interagdo casco-fluido
e derivados hidrodindmicos, focando na adaptagdo desses modelos para aguas rasas. O modelo matematico foi
implementado em Python, considerando diferentes arranjos de barcacas (1 x 2,2 x 2 ¢ 2 X 3), com 0 objetivo de
simular e avaliar as curvas de manobra em condi¢des de aguas rasas e profundas. Os resultados indicaram que a
profundidade da agua tem um impacto significativo na manobrabilidade, aumentando a curvatura da trajetoria em
aguas rasas. A aplicagdo pratica do estudo se mostra essencial para otimizar a eficiéncia e seguranca das operagdes
de navegacgdo fluvial, contribuindo para o planejamento e gerenciamento da hidrovia. O estudo avanga na
modelagem matematica de manobras, oferecendo uma ferramenta para aprimorar as praticas de transporte por via
interior, com base nas condigdes especificas da hidrovia Tieté-Parana.

Palavras-chave: Manobrabilidade, Hidrovia, Modelagem matematica, Aguas rasas, Empurrador-barcaca.

Abstract

The developed work proposes a mathematical model to analyze the maneuverability of convoys composed of push
boats and barges on the Tieté-Parana waterway, with special attention to shallow water conditions. The research
began with a systematic review of studies on propulsion systems, rudders, hull-fluid interaction, and hydrodynamic
derivatives, focusing on adapting these models for shallow waters. The mathematical model was implemented in
Python, considering different barge arrangements (1 x 2, 2 x 2, and 2 x 3), with the goal of simulating and
evaluating maneuvering trajectories in both shallow and deep water conditions. The results indicated that water
depth has a significant impact on maneuverability, increasing the trajectory curvature in shallow waters. The
practical application of the study is essential for optimizing the efficiency and safety of inland waterway
operations, contributing to planning and management of the waterway. The study advances in the mathematical
modeling of maneuvers, providing a tool to enhance inland waterway transport practices, based on the specific
conditions of the Tieté-Parana waterway.

Key-words: Maneuverability, Waterway, Mathematical modeling, Shallow water, Pusher-barge.

1. Introducao

Este estudo apresenta a andlise e o desenvolvimento de um modelo matematico para a
manobra de embarcacdes compostas por um empurrador € um conjunto de barcagas na hidrovia
Tieté-Parana. A pesquisa abrangeu uma revisao sistematica dos sistemas de propulsao, do leme
e da interagao casco-fluido, com énfase na incorporagao de termos especificos para aguas rasas,
os quais foram introduzidos no modelo matematico proposto. Este modelo foi utilizado para
simular a dinamica de manobras das embarcagdes em diferentes condigdes de profundidade da
agua. As curvas de manobra foram geradas para diversos arranjos de barcagas, incluindo
configuragdes de 1 x 2, 2 x 2 e 2 x 3 barcacas, permitindo a andlise detalhada das varia¢des no
desempenho de navegacao em funcdo da profundidade e do nlimero de unidades acopladas. Os
resultados obtidos fornecem uma visdao dos efeitos dos modelos matematicos propostos na
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manobra do comboio, contribuindo para uma melhor compreensdo dos impactos das
caracteristicas dos seus parametros na manobrabilidade das embarcagdes.

A justificativa para este estudo estd baseada na importancia da navegacao fluvial na hidrovia
Tieté-Parana, que desempenha um papel fundamental no transporte de carga na regido,
particularmente no transporte de graos e outros produtos de Mato Grosso. A eficiéncia e
seguranca das operagdes de navegacdo nesta hidrovia sd3o essenciais nao apenas para a
economia da regido, mas também para a redu¢do do impacto ambiental, considerando a
substituicdo do transporte rodoviario por alternativas mais sustentdveis, como o transporte
fluvial.

Entretanto, a manobrabilidade das embarcagdes compostas por empurradores e barcagas em
aguas rasas representa um desafio significativo devido as complexas interagdes entre o casco
da embarcacdo e o fluido, além das forcas geradas pelo leme. As condi¢des variaveis de
profundidade da 4gua e a configuragdo das barcacas impactam diretamente a eficiéncia e a
seguranc¢a das manobras, exigindo um estudo aprofundado para otimizar esses processos.

Embora estudos anteriores tenham abordado modelos de propulsdo e interagao casco-fluido,
poucos consideraram a inclusdo de termos especificos para aguas rasas e as peculiaridades dessa
regido hidrovidria. A incorporacdo desses termos no modelo matematico, proposta por este
estudo, permite uma analise mais precisa e aplicavel as condi¢des reais da hidrovia Tieté-
Parana, levando em conta a variagdo da profundidade da agua e os diferentes arranjos de
barcagas, como os modelos de 1 x 2, 2 x 2 ¢ 2 x 3 barcacas.

Portanto, este estudo justifica-se pela necessidade de avangar na compreensdo dos efeitos
das 4guas rasas na manobrabilidade das embarcagdes na hidrovia Tieté-Parana, oferecendo
informagdes valiosas para a melhoria da eficiéncia operacional e seguranca na navegacao. Além
disso, a adocdo de um modelo mateméatico mais completo e adaptado as condigdes locais
contribui para o desenvolvimento de solugcdes mais eficazes, sustentaveis e seguras para o
transporte fluvial.

A navegacao fluvial na hidrovia Tieté-Parana ¢ um componente essencial do transporte de
carga na regido, especialmente no deslocamento de produtos como graos de Mato Grosso para
o mercado. O transporte ¢ realizado por embarcagdes compostas por empurradores e barcagas,
sendo essas operacdes fundamentais para a economia regional. No entanto, a navegagdo de
comboios formados por empurrador-barcaca apresenta desafios significativos relacionados a
manobrabilidade, especialmente em condi¢des de aguas rasas, comuns em diversos trechos
dessa hidrovia.

O comportamento das embarcagdes em aguas rasas € influenciado por uma série de fatores,
como a profundidade da 4gua, o arranjo das barcagas e a interagdo entre o casco da embarcagao
e o fluido. Esses fatores impactam diretamente a resisténcia ao movimento, a formagdo de
ondas, a eficiéncia do sistema de propulsdo e a eficacia dos dispositivos de manobra, como o
leme. Em especial, a mudanga na profundidade da agua pode alterar as condi¢des
hidrodinamicas da embarcacdo, resultando em um aumento significativo na resisténcia ao
avango ¢ na redu¢ao da manobrabilidade.

Este estudo visa preencher essa lacuna ao desenvolver um modelo matematico que incorpora
termos especificos para dguas rasas e ao gerar curvas de manobra adaptadas as condi¢des da
hidrovia Tieté-Parand. A partir disso, busca-se proporcionar uma analise mais precisa da
dinamica de navegacao, permitindo a otimizagdo do desempenho das embarcacdes e o aumento
da seguranca e eficiéncia nas operagdes de transporte fluvial.

O principal objetivo deste trabalho ¢ desenvolver e aplicar um modelo matematico adaptado
as condicdes de navegacdo na hidrovia Tieté-Parand, focando na manobrabilidade de
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embarcagdes compostas por empurrador e barcagas, especialmente em aguas rasas. Para tanto,
teve como objetivos especificos:

e Desenvolver um modelo matematico para a manobra de embarcagdes em aguas rasas,
incorporando termos que considerem os efeitos das dguas rasas sobre a interagdo casco-
fluido;

e Simular as manobras de embarcagdes com diferentes arranjos de barcagas, por meio da
codificacao em Python;

e Analisar a dindmica de navegacao nas condi¢des especificas da hidrovia e compreender
como a profundidade da 4gua, a carga das barcagas e o arranjo do comboio, afetam a
manobra.

Os resultados esperados deste estudo incluem uma andlise detalhada da resisténcia ao
movimento das embarcagdes compostas por empurrador e barcagas, considerando diferentes
profundidades de dgua na hidrovia Tieté-Parand. Espera-se identificar como as 4guas rasas
afetam a interagdo entre o casco ¢ o fluido, impactando a eficiéncia da navegacdo ¢ o
desempenho da embarcagdo. Além disso, a comparacao entre diferentes arranjos de barcacas (1
x 2,2 x 2 e 2 x 3) permitird avaliar como a configuracio do comboio influencia a
manobrabilidade e a resisténcia ao movimento, oferecendo uma visdo clara da eficiéncia de
cada arranjo.

Outro resultado importante sera a geracdo de curvas de manobra adaptadas as condicdes
locais da hidrovia, fornecendo uma ferramenta 1til para otimizar as operagdes de transporte
fluvial. As simulagdes e as curvas de manobra, obtidas a partir do modelo matematico
implementado em Python, contribuirdo para o planejamento e a melhoria da seguranca e
eficiéncia nas operagdes. Com a incorporagdo de termos para aguas rasas, espera-se obter uma
compreensdo mais precisa dos efeitos dessa condicao nas for¢as hidrodinamicas, aprimorando
o desempenho do sistema de propulsdo e a eficicia dos dispositivos de manobra.

2. Modelagem matematica

A analise de manobra de uma embarcagao ¢ feita considerando dois Sistemas de referéncia:
um fixo na Terra e outro fixo na embarcagao, como ¢ mostrado na Fig. 1.

Fig. 1 — Sistema de referéncia fixo na Terra e na embarcagao. u, v, V sdo as velocidades, r

¢ a velocidade de rotagdo X, Y sdo as forgas e N € o torque. B ¢ o angulo de escorregamento,
v € o angulo compreendido entre a embarcagdo e o referencial fixo na Terra.

XoG

%0

Fonte: (Liu, J.; Hekkenberg et al., 2017)

As equacdes dindmicas da embarcagdo, para trés graus de liberdade sao
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X = (m+myu— (m+my)v,r —xgmr?, (1)
Y=(m+ my)l'?m + (m + my)ur + Xegmr (2)
N = (I; + x2m + Jo)7 + xgm(vy + ur), 3)

na qual x; € a posigdo do centro de gravidade (CG) da embarca¢do m,, m, sdo as massas
adicionais, J; ¢ o momento de inércia adicional, m ¢ a massa da embarcacao, I; ¢ o0 momento
de inércia em torno do CG.

As forgas e o torque considerado dependem da interagao fluido-casco, chamada forca
hidrodinamica (H), do propulsor (P) e do leme (R),

X =Xp+Xg+ Xy, 4
Y=YH+YR, (5)
N:NH+NR+NP' (6)

2. Materiais e métodos

A revisdo sistematica ¢ uma abordagem rigorosa e estruturada que visa sintetizar evidéncias
de pesquisas existentes, permitindo uma melhor compreensdo dos métodos e praticas
associados ao conceito.

2.1. Materiais

Para a busca de artigos foi usado o software Publish or Perish. Para a codificagao foi usado
o Python.

2.2. Metodologia

Para efetuar a busca das referéncias bibliograficas usou-se o aplicativo Publish or Perish.
Para o seu uso ¢ preciso definer as palavras-chave de busca e a base de dados. Com a base de
dados obtidas, define-se entdo os critérios de eligibilidade e os de exclusao.

Para o caso em questdo foram escolhidas as palavras-chave: “pusher and barge” AND
“maneuver”. No caso que a busca envolvia Sistema de propulsdo se usava OR “propulsion”.
Caso fosse leme OR “rudder”. Se fosse massa adicional OR “added mass”.

A base de dados utilizada ¢ a Google Scholar. Os critérios de eligibilidade eram que se
tratava de comboios e deveriam dispor de equagdes relativas ao assunto. O critério de exclusao
era que os artigos seriam excluidos se ndo estivessem no idioma inglés, portugués ou espanhol.

Com base na base de dados coletados, passou-se a leitura dos resumos, separando os que
tratavam exclusivamente de comboios.

Ap0s esta selecdo, fez-se a separagdo pelos temas derivadas hidrodinamicas, propulsdo e
lemes e a respectiva leitura dos estudos, avaliando os termos.

Apos a leitura, fez-se a modelagem matematica para a embarcagdo, com a respectiva
codificacdo em Python.

3. Resultados e Discussiao
Com base na revisao sistematica sobre massa adicional foram obtidos 200 artigos sobre o

assunto na base Google Scholar. Na base Scopus foi encontrado apenas 1 artigo. Sobre
propulsdo foram encontrados 200 artigos na base Google Scholar e 7 na Scopus. Sobre leme,
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200 no Google Scholar e 6 na Scopus. Por fim, sobre derivadas hidrodindmicas, 200 no Google
Scholar e 5 na Scopus.

A massa adicional decorre da energia necessaria para movimentar a 4gua quando um objeto
passa por ela. Existem duas abordagens, a expressdo normal e outra que sugere que o
movimento de avango na afeta o0 movimento transversal. Adotou-se para a modelagem o termo

XA = qu - YI‘,'UT' - Y,‘J"Z, (7)
Y:‘l = va + YTT' + qur, (8)
N, = Y0 + N7 — (X, — Yy)uv + % uv. 9)

Para a parte da interacdo casco-fluido, foram encontrados 200 artigos sobre o tema na base
Google Scholar e 32 na Scopus. Apos a revisdo da literatura, foi adotado o seguinte modelo

Xy = 0,5pLdU? (Xﬁrﬂsinﬁ + Xy 0SB, (10
Yy = 0,5pLdU? {YB[; +Y o+ Y,;Bmm + YTT L]+ Vg + YBTT U],B =11

A inclusdo dos termos relacionados com a profundidade do canal H envolve a multiplicagao
dos coeficientes pela expressao
flhy=1-% (13)
Para a parte de propulsdo foram encontrados 200 artigos na base Google Scholar e 7 na
Scopus. O fluxo de agua que chega no propulsor depende da geometria do casco da embarcacao,
assim como do leme, ja que a sua presenca gera campos de pressdo na parte anterior. A
expressao para o propulsor ¢ dada por
Xp = Cep(1 — tp)pn®DpKr(Jp), (14)
na qual Cy, € uma constante, tp € o fator de redugdo do empuxo do propulsor, a variavel n € a
rota¢do do hélice em unidades SI (rps) e Dp € o diametro do hélice [1]. Varios autores sugerem
diferentes termos para tp. Para o trabalho foi considerado o termo

tp = 0,6[0,23 + 1,4(Cz — 0,5)?] (1 + %) [1 + (g)o'l%], (15)

na qual B ¢ a boca da embarcagdo, Cy ¢ o coeficiente de bloco. A Fig. 2 mostra a dependéncia
do fator de reducdo de empuxo em termos da profundidade do canal. Quanto menor a
profundidade, maior € o fator de redugao.

Fig. 2 — Dependéncia do coeficiente de reducdo de empuxo em termos da profundidade

Coeficiente redugdo de empuxo para comboio
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Fonte: (Amorim, 2025)
Para o comboio HTP sera usada a féormula de Hirano,

Wy, = Wy exp (—4B5%), (16)



V|||MOST A CPRJ [= ]CF_)S - SAO PAULO

Cosssic Permanente =0 } GOVERNO DO ESTADO
BglgﬁéélgHgn% I Jomads st ey - 5AO PAULO SAO TODOS

POMPEIA/MARILIA - 2025

Anais da VIII Mostra de Docentes em RJI

com o angulo Sp sendo dado por

Bh=B-x5 (17)
na qual xp ¢ a coordenada longitudinal do sistema de propulsdo [2]. A origem do sistema de
referéncia mével estara no empurrador, de forma que (xp = 0), entdo xp = pr = 0.

O angulo S ¢ dado por
B =—tan"? (E) (18)

O coeficiente de esteira pode ser adaptado pelos termos usados por outros autores [2,3].
Para a modelagem foi adotado o termo

1,034
wpo = 05572 (%) . (19)

Para o leme, foram encontrados 246 artigos na base de dados do Google Scholar e 9 no
Scopus.
As forgas que interagem no leme sdo

Yx = —(1+ ay)Fy cosé, (21)
N = —(xg + agxy)Fy cosé, (22)

na qual tg € o coeficiente de redugdo de empuxo do leme, § € o angulo do leme, xp € a distancia
entre o CG da embarcacdo e o centro da forga lateral e representa a localizagao do leme, x € a
distancia entre o CG da embarcagao e o centro da forga lateral, ay € uma constante ¢

Fy = 0,5p Ag CyUZ sin(8 — yBg), (23)
com Ay sendo a area do leme,
8 B 2xy rL
= — 2Xp —,
R R

em que xg' € uma constante. Como o referencial estd na popa do empurrador, entdo B = .

O termo que descreve o gradiente da forca de sustentacao (lift) do leme €

6,13K
N = Rpras (24)
na qual Ky ¢ a razdo do aspecto do leme [3].
A velocidade do fluido que passa no leme utilizado ¢
Ug = (1 —wg)?(1 + Cg(s)), (25)
com
9() =nK[2 -2~ K)sl—= (26)
em que
s=1—=(1—-wpo) %' (27)
com P sendo o passo do hélice [4].
Tem-se que
ay = —11,4036 + 40,94C, — 81,11% —31,69CZ, (28)
e
tg = —0,629C2 + 0,605C; + 0,129. (29)

Com base nestas expressdes analisa-se as trajetdrias do comboio. A codificagdo foi feita no
Python. A Fig. 3 mostra a manobra para o comboio 1 x 2, 2 x 2.
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Fig. 3 — Manobra do comboio em duas configuragdes

Modela de Manobra Mo Linear

Madela de Manobra Nao Linear

‘/ﬂ
N

Fonte: (Amorim, 2025).

Observe que na configuragdo 1 x 2 a curva ¢ fechada para o seu interior enquanto na
configuracdo 2 x 2, o veiculo faz a curva para a parte externa. Tais resultados foram simulados

para aguas profundas.

Para o arranjo 1 x 2, a esquerda tem-se a manobra para aguas profundas e a direita para 4guas

r

rasas. Observe que a curvatura ¢
velocidade, a embarcagdo apresenta uma curvatura maior.

maior da embarcagdo, mostrando que, para a mesma

Fig. 4 — Manobra do comboio na configuragao 1 x 2 em aguas profundas e rasas
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Fonte: (Amorim, 2025).

De forma similar, tem-se um resultado equivalente para o arranjo 2 x 2.

Fig. 5 — Manobra do comboio na configuracao 2 x 2 em aguas profundas e rasas
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Fonte: (Amorim, 2025).
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4. Consideracoes finais

O presente estudo desenvolveu um modelo matematico para uma embarcacao formada por
um empurrador e um conjunto de chatas para a manobra de embarcagdes, incorporando termos
especificos para aguas rasas e considerando as forcas atuantes no sistema, como as derivadas
hidrodindmicas, o leme e o propulsor. Através da revisdo sistematica, foi possivel identificar
lacunas na literatura e propor modelagens mais adequadas as condicdes reais da hidrovia Tieté-
Parana.

A implementacao das equagdes dindmicas em ambiente computacional permitiu gerar curvas
de manobra para diferentes arranjos de barcagas (1 x 2, 2 x 2 ¢ 2 x 3) e profundidades de
navegacdo, demonstrando a influéncia significativa da geometria do comboio e das condi¢des
do canal na manobrabilidade da embarcagdo. Os resultados obtidos evidenciam que a
profundidade da 4dgua altera o desempenho hidrodindmico, aumentando a curvatura da trajetoria
em aguas rasas e, consequentemente, exigindo maior atengdo ao planejamento das manobras.

Tais resultados vao ao encontro ao obtidos na literatura [1].

Como contribuicdo cientifica e pratica, este trabalho oferece subsidios relevantes para o
aprimoramento dos modelos de simulacdo de manobras, bem como para a formulagdo de
diretrizes que favorecam a seguranga ¢ a eficiéncia do transporte fluvial. A metodologia
desenvolvida, aliada a fundamentacdo tedrica e ao suporte computacional, constitui uma
ferramenta robusta para estudos futuros na area de navegagdo interior ¢ engenharia naval,
especialmente em regides com caracteristicas semelhantes a da hidrovia Tieté-Parana.

Referéncias
[1] MAIMUN, A. et al. Manoeuvring prediction of pusher barge in deep and shallow water. Ocean
Engineering, v. 38, n. 11-12, p. 1291-1299, ago. 2011.

[2] MAIMUN, A.; MEFTAH, A. S.; MUHAMMAD, A. H. Manoeuvring of pusher-barge in deep and
shallow water. 10th, Seminar of JSPS Marine Transportation Engineering,. Anais... Em: 10TH, SEMINAR
OF JSPS MARINE TRANSPORTATION ENGINEERING,. Hiroshima, Japan: 2005.

[3] ZHANG, C. et al. Manoeuvring Modelling and Control Design of Autonomous Vessels on Inland
Waterways. Volume SA: Ocean Engineering. Anais... Em: ASME 2024 43RD INTERNATIONAL
CONFERENCE ON OCEAN, OFFSHORE AND ARCTIC ENGINEERING. Singapore, Singapore:
American Society of Mechanical Engineers, 9 jun. 2024. Disponivel em:
<https://asmedigitalcollection.asme.org/OMAE/proceedings/OMAE2024/87820/V05AT06A046/1202467>.
Acesso em: 1 mar. 2025

[4] SUKAS, O. F.; KINACI, O. K.; BAL, S. System-based prediction of maneuvering performance of twin-
propeller and twin-rudder ship using a modular mathematical model. Applied Ocean Research, v. 84, p.
145-162, mar. 2019.



